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Ïóñòü A (|A| < ∞) - êîíå÷íûé àëôàâèò, à L ⊆ A∗ - íåêîòîðûé
ÿçûê íàä ýòèì àëôàâèòîì.

Ïî êàæäîìó ñëîâó α ÿçûêà L ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó áèãðàìì
(n(α))a,b∈A, òàêóþ ÷òî nab(α) - ýòî ÷èñëî ðÿäîì ðÿäîì ñòîÿùèõ áóêâ
ab â ñëîâå α. Â äàííîé ñòàòüå ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à - ïî ìàòðèöå
n(α) óñòàíîâèòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÿçûêà L(n(α)), òî åñòü ìíîæå-
ñòâà âñåõ ñëîâ, èìåþùèõ ìàòðèöó áèãðàìì n(α). Ïîëó÷åííûå ÿçûêè
L(n(α)) óäàåòñÿ êëàññèôèöèðîâàòü.

Ïðèìåð. Ïóñòü A = {0, 1}, α = 01011100.

Òîãäà ìàòðèöà áèãðàìì n(α) =
(
n00(α) n01(α)
n10(α) n11(α)

)
=
(

1 2
2 2

)
.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ðåãóëÿðíîñòè ÿçûêà,
â êîòîðîì çàäàíû íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû áèãðàìì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàí íàáîð k < ∞ áèãðàìì β = (β1, ..., βk),
ãäå |βi| = 2, i = 1..k, à òàêæå íàáîð îòðåçêîâ c = ([c11, c

1
2], ..., [c

k
1 , c

k
2 ]),

ãäå ci1 ≤ ci2, c
i
j ∈ N ∪ {0}, i = 1..k, j = 1..2. Òîãäà ÿçûê Lβ,c =

{α| nβi(α) ∈ [ci1, c
i
2], i = 1..k} ðåãóëÿðåí.

Áîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöó áè-
ãðàìì íå êàê àáñîëþòíîå îãðàíè÷åíèå, à êàê çàäàíèå îòíîñèòåëüíûõ
çíà÷åíèé áèãðàìì, òî åñòü ÿçûêà, â êîòîðîì ñîõðàíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ
nab(α)/ncd(α) ∀a, b, c, d ∈ A,ncd(α) > 0. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ÷àñòîòíûì ÿçûêîì íà áèãðàììàõ, çà-
äàííûì ìàòðèöåé áèãðàìì n(α), ñëåäóþùèé ÿçûê ïðè k ∈ N :

F∪n(α) =
∞⋃

k=1

L(kn(α)).

Ïîñòðîèì ïî ìàòðèöå n(α) îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gn(α) íà ïëîñ-
êîñòè. Âåðøèíàìè ó ýòîãî ãðàôà áóäóò âñå áóêâû èç àëôàâèòà A,
ïðè ýòîì ðåáðà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü áèãðàììàì ñ ó÷åòîì èõ êðàò-
íîñòåé, òî åñòü êðàòíîñòü nab(α) áóäåò ïîðîæäàòü nab(α) îðèåíòèðî-
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âàííûõ ðåáåð a→ b. Àíàëîãè÷íî, êðàòíîñòü ncc(α) áóäåò ïîðîæäàòü
ncc(α) ïåòåëü c→ c.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ýéëåðîâûì, åñëè
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) Âñå âåðøèíû, ÿâëÿþùèå-
ñÿ íà÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé âåðøèíîé õîòÿ áû îäíîãî ðåáðà, ëåæàò
â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîðèåíòèðî-
âàííîãî ãðàôà; 2) Ó âñåõ âåðøèí êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ ðåáåð ðàâíî
êîëè÷åñòâó èñõîäÿùèõ ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ïî÷òè ýéëåðî-
âûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) Âñå âåðøèíû, ÿâëÿ-
þùèåñÿ íà÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé âåðøèíîé õîòÿ áû îäíîãî ðåáðà,
ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà; 2) Ó âñåõ âåðøèí, êðîìå äâóõ, êîëè÷åñòâî
âõîäÿùèõ ðåáåð ðàâíî êîëè÷åñòâó èñõîäÿùèõ ðåáåð. Ó îñòàâøèõ-
ñÿ äâóõ âåðøèí ðàçíîñòü êîëè÷åñòâà âõîäÿùèõ ðåáåð è êîëè÷åñòâà
èñõîäÿùèõ ðåáåð ðàâíà +1 è -1 ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ïîêàçàíî â [1], â ýéëåðîâîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ öèêë
(òî åñòü òàêîé öèêë, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå ðåáðà, ïðè÷åì êàæäîå -
òîëüêî îäèí ðàç), à â ïî÷òè ýéëåðîâîì - ýéëåðîâ ïóòü, íå ÿâëÿþùèéñÿ
ýéëåðîâûì öèêëîì (òî åñòü òàêîé ïóòü, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå ðåáðà,
ïðè÷åì êàæäîå - òîëüêî îäèí ðàç, è ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ âåðøèíà íå
ñîâïàäàåò ñ êîíå÷íîé).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà áèãðàìì n(α). Òîãäà:
1) Åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gn(α) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì, òî â ÷à-
ñòîòíîì ÿçûêå F∪n(α) ñ÷åòíîå ÷èñëî ñëîâ;
2) Åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gn(α) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ýéëåðîâûì,
òî â ÷àñòîòíîì ÿçûêå F∪n(α) êîíå÷íîå íåíóëåâîå ÷èñëî ñëîâ, èìå-
þùèõ îäèíàêîâóþ äëèíó;
3) Åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gn(α) íå ÿâëÿåòñÿ íè ýéëåðîâûì,
íè ïî÷òè ýéëåðîâûì, òî â ÷àñòîòíîì ÿçûêå F∪n(α) íåò íè îäíîãî
ñëîâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 2) èëè 3) Òåîðåìû 2,
òî ÿçûê F∪n(α), â êîòîðîì íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ñëîâ, áóäåò
ðåãóëÿðíûì. Ïîýòîìó èíòåðåñåí âîïðîñ, êîãäà îí áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðå-
ãóëÿðíûì ïðè óñëîâèè 1).

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äâå íåíóëåâûå ìàòðèöû n1 è n2 îäè-
íàêîâîãî ðàçìåðà íåêîëëèíåàðíûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c1, c2 ∈ R, (c1, c2) 6= (0, 0), òàêèõ,
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÷òî âåðíî c1n1 + c2n2 = 0.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü A, |A| < ∞ - íåêîòîðûé êîíå÷íûé àëôàâèò.

Äàëåå, ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà áèãðàìì n(α) òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Gn(α) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì.
Òîãäà:
1) Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå n(α) â ñóììó äâóõ íåíóëå-
âûõ íåêîëëèíåàðíûõ ìàòðèö n(α) = n(α1) + n(α2) òàêîå, ÷òî îáå
ìàòðèöû n(α1) è n(α2) çàäàþò îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû Gn(α1) è
Gn(α2), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýéëåðîâûìè, òî ÿçûê F∪n(α) íåðåãóëÿ-
ðåí;
2) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÿçûê F∪n(α) ðåãóëÿðåí.

Îäíàêî äàííàÿ òåîðåìà äàåò ñëèøêîì îáùèå óñëîâèÿ íà ìàòðèöó
áèãðàìì. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé, íî ÷àñòî èñïîëüçóåìûé íà ïðàêòèêå
ñëó÷àé äâóõáóêâåííîãî àëôàâèòà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A = {0, 1}. Äàëåå, ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà
áèãðàìì n(α) òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé åé îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô Gn(α) ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì. Òîãäà:
1) ßçûê F∪n(α) íåðåãóëÿðåí, åñëè ∃i, i ∈ {0, 1} òàêîå, ÷òî nii(α) > 0,
è ïðè ýòîì ∃u 6= v, u, v ∈ {0, 1} òàêèå, ÷òî nuv(α) > 0;
2) ßçûê F∪n(α) ðåãóëÿðåí, åñëè ∃i, i ∈ {0, 1} òàêîå, ÷òî nii(α) > 0,
è ïðè ýòîì ∀u, v ∈ {0, 1}, (i, i) 6= (u, v) âûïîëíÿåòñÿ nuv(α) = 0;
3) ßçûê F∪n(α) ðåãóëÿðåí ïðè n00(α) = n11(α) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì íàïðÿ-
ìóþ èñïîëüçîâàëàñü òåîðåìà Êëèíè î ïðåäñòàâèìîñòè ðåãóëÿðíûõ
ñîáûòèé â àâòîìàòå (ñì. [2]).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,
ä. ô.-ì. í., ïðîôåññîðó Áàáèíó Ä. Í., çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è öåííûå
óêàçàíèÿ.
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